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摘　 要： 本文研究了连续双切换线性正系统的状态反馈控制问题。 通过构造多 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，利用线性矩阵不等式技术，以
及马尔科夫过程暂态分析方法，提出系统在零干扰的情况下，满足平均驻留时间切换规则限制的指数几乎处处稳定的充分条

件，同时得到满足系统稳定性的确定性切换律和状态反馈控制器。 通过数值仿真验证，证明了推导出的条件的有效性。
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０　 引　 言

双切换线性正系统是由一组线性子系统组成，
在其子系统间切换，受控于一个有限状态的马尔可

夫过程。 此类系统被广泛应用于结构或参数方面存

在突然随机变化的系统进行建模，模型可应用于网

络控制系统、ＨＩＶ 突变和治疗［１－２］。
在过去的几十年里，切换系统的稳定性分析一直

都是一个重要的研究课题。 由于电子信息工程、通
信、经济学等领域中愈加复杂的控制对象，研究者越

来越关注切换系统的稳定性和其控制器综合问题，切
换系统的应用引起了更为广泛的关注。 对于切换系

统稳定性的分析，常用的分析方法有 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数、
Ｃｏ－ｐｏｓｉｔｉｖｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数、驻留时间和平均驻留时间

等。 本研究中，选择多 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法，研究双切

换线性正系统，并对其有效性进行了验证。
当前的许多稳定性研究中，均假设切换系统的

每个子系统都是稳定的，但在任意切换规则下的切

换系统却都不能保持稳定，仅在有限的切换信号下

可能是稳定的。 尽管存在一些线性分析方法和工

具，对于切换系统的稳定性和控制综合问题仍是一

个具有挑战性的研究方向。 平均驻留时间切换是一

类有限的切换信号方式，切换的次数被限制在一个

有限的间隔内，且平均时间不小于一个给定常数。
对于双切换线性系统，文献［３－４］基于持续驻

留时间（Ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｔ ｄｗｅｌｌ－ｔｉｍｅ， ＰＤＴ）的方法，研究了

系统的鲁棒指数几乎处处稳定；又基于驻留时间

（ＤＴ）的方法设计确定性切换，分析了系统几乎处处

稳定。 文献［５］用反馈切换律设计确定性切换律，
分析了系统在均方稳定下的状态反馈控制器问题。
文献［６］设计切换规则和使用输出反馈控制器，保
证闭环系统的鲁棒渐近稳定，给出在鲁棒性能要求

下可行存在的充分性判据。 文献［７］针对具有平均

驻留时间的切换线性控制系统，提出了一种降阶输

出反馈控制方法。 该方法将边界条件加入到综合控

制问题中，利用多重二次 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，在统一的



框架下，建立了具有保证稳定性的降阶输出反馈控

制器，并将综合条件表述为一组具有给定的驻留时

间参数的 ＬＭＩｓ，为具有 ＡＤＴ 切换的离散时间线性

控制系统的综合提供了一种有效的、系统的方法。
本文将多 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数、线性矩阵不等式方法

与反馈控制器设计方法相结合，在平均驻留时间的

方法下，得到控制器和子系统的切换规则，以保证切

换系统在状态反馈控制器下的指数几乎处处稳定。

１　 问题描述

考虑下面的连续双切换线性正系统：

ｘ·（ ｔ） ＝ Ａ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ｘ（ ｔ） ＋ Ｂ［γ（ ｔ）］

σ（ ｔ，γ（ ｔ））ｕ（ ｔ）

ｚ（ ｔ） ＝ Ｃ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ｘ（ ｔ） ＋ Ｄ［γ（ ｔ）］

σ（ ｔ，γ（ ｔ））ｕ（ ｔ）{ （１）

　 　 其中， ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ ≥０ 是系统的状态向量； ｕ（ ｔ）
∈ Ｒｎ 是系统的控制输入； ｚ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是系统的性能

输出；确定性切换信号 γ（ ｔ） 是右连续的分段常数函

数，其取值于有限集 Ｍ
－
＝ ｛１，２，…，Ｍ｝；σ（ ｔ，ｊ） 表示

受控于 Ｎ 模马尔可夫链的指定子系统索引值的随

机切换信号，且每个马尔可夫过程共有 Ｎ 个模态；转
移概率矩阵为Λ（ ｊ） ＝ （λ ［ ｊ］

ａｂ ）Ｎ×Ｎ，其中 λ ［ ｊ］
ａｂ ： ＝ ｛σ（ｔ ＋

１，ｊ） ＝ ｂ ｜ σ（ ｔ，ｊ） ＝ ａ｝， 且∑
Ν

ｂ ＝ １
λ ［ ｊ］

ａｂ ＝ １，λ ［ ｊ］
ａｂ ≥０。 假

设马尔科夫链 σ（ ｔ，ｊ） 是不可约的，则马尔科夫链会

有唯一且满足于 Π［ ｊ］ ＝ Π［ ｊ］Ｑ［ ｊ］ 的平稳分布， Π［ ｊ］ ＝

［π ［ ｊ］
１ ，π ［ ｊ］

２ ，…π ［ ｊ］
Ν ］，且∑

Ν

ａ ＝ １
π ［ ｊ］

ａ ＝ １。 其中 Ａ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）），

Ｂ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ＞ ０，Ｃ［γ（ ｔ）］

σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ＞ ０和Ｄ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ＞ ０ 是已知的

常数矩阵。
选择设计如下形式的状态反馈控制器 ｕ（ ｔ） ＝

Ｋ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ｘ（ ｔ）， 通过选择合适的切换律，使得系统

（１）可以满足几乎处处稳定的性能要求。
定义 １［８］ 　 如果对于任意初始条件 ｘ（ ｔ０） ≥ ０，

对于任意的 ｔ ＞ ０，都有 ｘ（ ｔ） ≥ ０，ｚ（ ｔ） ≥ ０， 则系统

（１）是正系统。
引理 １［８］ 　 如果系统（１）是正系统，则 Ａ［γ（ｔ）］

σ（ｔ，γ（ｔ）） ＞
０，Ｂ［γ（ ｔ）］

σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ＞ ０，Ｃ［γ（ ｔ）］
σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ＞ ０ 和 Ｄ［γ（ ｔ）］

σ（ ｔ，γ（ ｔ）） ＞ ０。
定义 ２［９］ 　 对于任意给定的时刻 ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

Ν［ ｊ］
ｉ （ ｔ，Ｔ） 为切换信号 σ 在时间间隔 ［ ｔ，Ｔ） 内的切

换次数。 如果对于 τ∗ ＞ ０，Ｎ０ ＞ ０ 满足 Ｎ［ ｊ］
ｉ （ ｔ，Ｔ）

≤ Ｎ０ ＋
（Ｔ － ｔ）

τ∗ ， 则 τ∗ ＞ ０ 被称为切换信号 σ 的平

均驻留时间， Ｎ０ 称为切换信号 σ 的抖振界。
引理 ２［１０］ 　 如果对称矩阵Ｍ可以进行如下分块：

Ｍ ＝
Ｘ Ｓ
ＳＴ Ｚ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

　 　 其中， Ｘ和Ｚ为对称矩阵，那么当且仅当下面条

件之一成立时，Ｍ 为负定矩阵。 条件表达式如下：
（１）Ｘ ＜ ０，Ｚ － ＳＴＸ －１Ｓ ＜ ０
（２）Ｚ ＜ ０，Ｘ － ＳＺ －１ＳＴ ＜ ０

　 　 注意：以上结果完全适用于 Ｍ 为正定矩阵的情

形，只需把条件（１）、（２）中的“ ＜”用“ ＞”代替即可。
在一些控制问题中，经常出现如下形式的不等式：

ＡＴＰ ＋ ＰＡ ＋ ＰＢＲ －１ＢＴＰ ＋ Ｑ ＜ ０
　 　 其中： Ａ，Ｂ，Ｑ ＝ＱＴ ＞ ０；Ｒ ＝ＲＴ ＞ ０ 是已知相应

维数的常数矩阵； Ｐ 为对称矩阵。
应用引理 ２，可将矩阵不等式的可行性问题转

化为一个等价的矩阵不等式的可行性问题：
ＡＴＰ ＋ ＰＡ ＋ Ｑ ＰＢ

ＢＴＰ － Ｒ
é

ë
êê

ù

û
úú ＜ ０

　 　 上式是一个关于矩阵变量 Ｐ 的线性矩阵不等式。
定义 ３［１１］ 　 如果所有 ｘ ∈ Ｒｎ， 满足：

Ｐ｛ｌｉｍ
ｔ→¥

ｓｕｐ １
ｔ
ｌｏｇ‖ｘ（ ｔ，ｘ０）‖ ＜ ０｝ ＝ １

　 　 则切换系统的连续平衡点 ｘ ＝ ０，是指数几乎处

处稳定的。

引理 ３［１２］ 　 对于任意 ｊ ∈ Ｍ，考虑一个在区间

［０，ｔ） 上具有 Ｎ 个模的马尔科夫过程，有以下两式

成立：

Ｐ ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｔ［ ｊ］
ｉ （０，ｔ）

ｔ
＝ π［ ｊ］

ｉ{ } ＝ １

Ｐ ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｎ［ ｊ］
ｉ （０，ｔ）

ｔ
＝ π［ ｊ］

ｉ ｑ［ ｊ］
ｉｉ{ } ＝ １

　 　 其中， Ｔ［ ｊ］
ｉ （０，ｔ） 表示 ［０，ｔ） 内子系统的总驻留时

间， Ｎ［ ｊ］
ｉ （０，ｔ） 表示子系统在此区间的总激活次数。

２　 主要结果

定理 １ 　 考 虑 如 上 切 换 系 统， 给 定 参 数

λ［ ｊ］
ｉ ＞ ０，μ［ ｊ］

ｉ ＞ １， 如果存在一组正定矩阵 Ｓ［ ｊ］
ｉ 和一

组普通矩阵Ｒ［ ｊ］
ｉ ，使得∀ｉ，ｒ∈Ｎ

－
， ｊ∈Ｍ

－
， ｊ≠ ｉ，满足：

（Ａ［ ｊ］
ｉ Ｓ［ ｊ］

ｉ ＋ Ｂ［ ｊ］
ｉ Ｒ［ ｊ］

ｉ ） Ｔ ＋ Ａ［ ｊ］
ｉ Ｓ［ ｊ］

ｉ ＋ Ｂ［ ｊ］
ｉ Ｒ［ ｊ］

ｉ ＋ λ ｉＳ［ ｊ］
ｉ （Ｃ［ ｊ］

ｉ Ｓ［ ｊ］
ｉ ＋ Ｄ［ ｊ］

ｉ Ｒ［ ｊ］
ｉ ） Ｔ

∗ － Ｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０， （２）
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Ｓ［ ｊ］
ｉ Ｓ［ ｊ］

ｒ

∗ μ［ ｊ］
ｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＞ ０ （３）

　 　 则连续双切换线性正系统（１）的切换反馈控制

问题是可解的，其平均驻留时间满足：

τ∗ ≥ ｌｎμ
－

􀭵λ
（４）

　 　 μ
－
＝ ｍａｘ

ｉ∈Ｎ
－
，ｊ∈Ｍ

－
μ ［ ｊ］

ｉ ，λ
－
＝ ｍａｘ

ｉ∈Ｎ
－
．ｊ∈Ｍ

－
λ ［ ｊ］

ｉ ，状态反馈增益矩

阵为 Ｋ［ ｊ］
ｉ ＝ Ｒ［ ｊ］

ｉ ［Ｓ［ ｊ］
ｉ ］ －１。

证明　 选择如下形式的多 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
Ｖ［ ｊ］

ｉ （ｘ） ＝ ｘＴＰ［ ｊ］
ｉ ｘ （５）

　 　 假定 γ（ ｔ） ＝ γ ｋ ∈ Ｍ 对于 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） 和

γ（ ｔｋ＋１） ≠ γ ｋ， 并且在 ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） 之间没有确定性切

换， ｔｋ ＝ τ ０ ＜ τ １ ＜ … ＜ τ ｌ ＜ τ ｌ ＋１ ≤ ｔｋ＋１ 是马尔科夫

切换信号 σ（ ｔ，γ ｋ） 在间隔 ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） 的切换时间序

列，即 σ（ ｔ，γ ｋ） ＝ σ γ ｋ
ｖ ∈ Ｎ

－
。 对于任意的 ｔ ∈ ［τ ｖ，

τ ｖ＋１） ⊂ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１）， 且 τ ｖ 是第 ｖ 次切换时间瞬间，其
中 ｖ∈｛０，１，２，…，ｌ｝， ｌ ＜ ¥，且 τ ｌ ＋１： ＝ ｔｋ＋１，从Ｍ个

子系统中随机选择一个激活的马尔可夫子系统。 对

于任意 ｔ ∈ ［τ ｌ，ｔｋ＋１）， 求解 Ｖ［ ｊ］
ｉ （ｘ） 关于时间的导

数，可得：

　 Ｖ
·［γｋ］

σ γｋｖ （ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）［（Ａ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｂ ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ ［γｋ］

σγｋｖ
） ＴＰ ［γｋ］

σγｋｖ
＋

　 　 　 　 　 Ｐ ［γｋ］

σγｋｖ
（Ａ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｂ ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ ［γｋ］

σγｋｖ
）］ｘ（ ｔ）

　 　 根据式（２），应用引理 ２，
（Ａ［ ｊ］

ｉ Ｓ［ ｊ］
ｉ ＋ Ｂ［ ｊ］

ｉ Ｒ［ ｊ］
ｉ ） Ｔ ＋ Ａ［ ｊ］

ｉ Ｓ［ ｊ］
ｉ ＋ Ｂ［ ｊ］

ｉ Ｒ［ ｊ］
ｉ ＋ λ ｉＳ［ ｊ］

ｉ ＋
（Ｃ［ ｊ］

ｉ Ｓ［ ｊ］
ｉ ＋ Ｄ［ ｊ］

ｉ Ｒ［ ｊ］
ｉ ） Ｔ（Ｃ［ ｊ］

ｉ Ｓ［ ｊ］
ｉ ＋ Ｄ［ ｊ］

ｉ Ｒ［ ｊ］
ｉ ） ＜ ０

令 Ｐ［ ｊ］
ｉ ＝ ［Ｓ［ ｊ］

ｉ ］ －１，Ｋ［ ｊ］
ｉ ＝ Ｒ［ ｊ］

ｉ ［Ｓ［ ｊ］
ｉ ］ －１， 则有

（Ａ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｂ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ［γｋ］

σγｋｖ
）ＴＰ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｐ［γｋ］

σγｋｖ
（Ａ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｂ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ［γｋ］

σγｋｖ
） ＋

λ ［γｋ］

σγｋｖ
Ｐ［γｋ］

σγｋｖ
＋ （Ｃ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｄ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ［γｋ］

σγｋｖ
）Ｔ（Ｃ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｄ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ［γｋ］

σγｋｖ
） ＜ ０

　 　 对上式左右两边分别同时左乘 ［ｘＴ（ ｔ）］， 右乘

［ｘ（ ｔ）］， 可以得到：
ｘＴ（ ｔ）［（Ａ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｂ ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ ［γｋ］

σγｋｖ
） ＴＰ ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｐ ［γｋ］

σγｋｖ
（Ａ［γｋ］

σγｋｖ
＋

Ｂ ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ ［γｋ］

σγｋｖ
）］ ＋ λ ｉｘＴ（ ｔ）Ｐ ［γｋ］

σγｋｖ
ｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ） （Ｃ ［γｋ］

σγｋｖ
＋

Ｄ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ ［γｋ］

σγｋｖ
） Ｔ（Ｃ ［γｋ］

σγｋｖ
＋ Ｄ［γｋ］

σγｋｖ
Ｋ ［γｋ］

σγｋｖ
）ｘ（ ｔ） ＜ ０

上式成立意味着 Ｖ
·［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔ） ≤－ λ ｉＶ

［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔ） －

ｚＴ（ ｔ） ｚ（ ｔ）。 对不等式两边同时关于 ｔ 积分， 可知

Ｖ［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔ） ≤ Ｖ［γｋ］

σγｋｖ
（τ ｖ） × ｅｘｐ｛ － λ ｉ × （ ｔ － τ ｖ）｝ ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｖ

ｅｘｐ｛ － λ ［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔ － τ）｝Γ（τ）ｄτ

其中， Γ（τ） ＝ － ｚＴ（τ） ｚ（τ）， 假定系统干扰为

０，不失一般性，令：
Γ（τ） ＝ ０，∀τ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１），ｋ ＝ ０，１，２，…，

　 　 假设 ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） ＝ ［ ｔｋ，τ １） ∪ ［τ １，τ ２） ∪ … ∪
［τ ｌ，ｔｋ＋１）， 考虑到式（３），进行相似的处理，得到：

Ｐ［ ｊ］
ｉ － μ［ ｊ］

ｉ Ｐ［ ｊ］
ｒ ＜ ０

　 　 将其代入到矩阵不等式（３）中，得到：

Ｖ
［γｋ］

σ γｋτ ｖ
（τ ｖ） ≤ μ ［γｋ］

σ γｋτ ｖ－１
Ｖ

［γｋ］

σ γｋτ ｖ－１
（τ ｖ－１）， ｖ ＝ １，２，…，ｌ

则有：
Ｖ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ
（ ｔ） ≤ Ｖ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ
（τ ｌ） × ｅｘｐ｛ － λ ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ

× （ ｔ － τ ｌ）｝ ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ － λ ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ
（ ｔ － τ）{ } Γ（τ）ｄτ ≤ μ ［γｋ］

σ γｋ
ｌ－１

×

Ｖ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ－１
（τ ｌ －１） × ｅｘｐ － λ ［γｋ］

σ γｋｌ
× （ ｔ － τ ｌ）{ } ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ － λ ［γｋ］
σ γｋｌ

（ ｔ － τ）{ } Γ（τ）ｄτ ≤ μ ［γｋ］
σ γｋｌ－１

×

Ｖ［γｋ］σγｋ
ｌ －１（τ ｌ －１） × ｅｘｐ － λ ［γｋ］

σ γｋ ｌ －１ × （τ ｌ － τ ｌ －１）{ }[ ] ×

ｅｘｐ － λ ［γｋ］
σ γｋ
ｌ
（ｔ － τ ｌ）{ } ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ － λ ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ
（ ｔ － τ）{ } Γ（τ）ｄτ ≤

μ［γｋ］

σ
γｋ
ｌ－１

× Ｖ［γｋ］
σγｋ
ｌ－１
（τｌ－１） × ｅｘｐ

－ λ［γｋ］
σγｋｌ

（ｔ － τｌ） －

λ［γｋ］σγｋ
ｌ－１（τｌ － τｌ－１）

{ } ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ － λ ［γｋ］
σ γｋｌ

（ ｔ － τ）{ } Γ（τ）ｄτ

︙

≤ Ｖ［γｋ］
σγｋ０

（ ｔｋ） × ∏ ｌ

ｖ ＝ ０
μ ［γｋ］

σ γｋｖ
×

ｅｘｐ － λ ［γｋ］
σ γｋｌ

（ ｔ － τ ｌ） － ∑
ｌ －１

ｖ ＝ ０
λ ［γｋ］

σγｋｖ
（τ ｖ＋１ － τ ｖ）{ } ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ － λ ［γｋ］
σ γｋｌ

（ ｔ － τ）{ } Γ（τ）ｄτ

因此，对于任意 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１），

Ｖ［γｋ］

σ
γｋ
（ ｔ，γｋ）

（ ｔ） ≤ ∏Ν

σ γ
ｋｖ ＝ １

μ ［γｋ］

σγｋｖ
( )

Ν［γｋ］
σγｋｖ

（ ｔｋ，ｔ）

ｅｘｐ ∑
Ν

σ γｋ
ｖ ＝ １

λ ［γｋ］

σγｋｖ
×

Ｔ［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔｋ，ｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

× Ｖ［γｋ］
σ（ ｔｋ，γ ｋ）（ ｔｋ） ＋

∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ（〛－ λ ［γｋ］
σ γｋｌ

（ ｔ － τ）｝Γ（τ）ｄτ ＝

ｅｘｐ ∑
Ν

σ γｋ
ｖ ＝ １

Ｎ［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔｋ，ｔ）ｌｎμ

［γｋ］

σγｋｖ
－

λ ［γｋ］

σγｋｖ
Ｔ［γｋ］

σγｋｖ
（ ｔｋ，ｔ）( )

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

Ｖ［γｋ］
σ（ ｔｋ，γ ｋ）（ ｔｋ） ＋ ∫ｔｋ＋１

τ ｌ
ｅｘｐ｛ － λ ［γｋ］

σ γｋｌ
（ ｔ － τ）｝Γ（τ）ｄτ
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　 　 利用上式，重复此过程；对于任意 ｔ ＞ ０，

Ｖ γｋ[ ]

σ
γｋ
（ｔ，γｋ）

（ｔ）≤ｅｘｐ ∑
Ν

σγｋｖ ＝１

Ν γｋ[ ]

σγｋｖ
ｔｋ， ｔ( ) ｌｎ μ γｋ[ ]

σγｋｖ

－ λ γｋ[ ]

σγｋｖ
Ｔ γｋ[ ]

σγｋｖ
ｔｋ， ｔ( )( )

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷{ }

Ｖ γｋ－１[ ]

σ ｔｋ，γｋ－１( ) ｔｋ( ) ＋ ∫ｔｋ＋１
τ ｌ

ｅｘｐ － λ γｋ[ ]

σγｋｌ
（ｔ － τ）{ } Γ（τ）ｄτ

≤ ｅｘｐ ∑
Ｎ

σ γｋｖ ＝ １

Ν γ ｋ[ ]

σγｋｖ
ｔｋ，ｔ( ) ｌｎ μ γ ｋ[ ]

σγｋｖ
－

λ γ ｋ[ ]

σγｋｖ
Ｔ γ ｋ[ ]

σγｋｖ
ｔｋ，ｔ( )( )

æ

è

çç

ö

ø

÷÷{ }

× ｅｘｐ ∑
Ν

σ γｋｖ ＝ １

Ν
［γｋ－１］

σ γ ｋ－１
ｖ

（ ｔｋ，ｔ）ｌｎ μ γｋ－１[ ]

σ
γｋ－１
ｖ

－

λ γｋ－１[ ]

σ γｋ－１ｖ
Τ γｋ－１[ ]

σ γｋ－１ｖ ｔｋ，ｔｋ－１( )( )

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ì

î

í
ïï

ïï

ü

þ

ý
ïï

ïï

　 Ｖ γ ｋ－１[ ]

σ ｔｋ，γ ｋ－１( ) ｔｋ( )

︙

≤ｅｘｐ ∑
ｋ

ｒ ＝０
∑

Ｎ

σγｋｖ ＝１

Ν γｒ[ ]

σγｒｖ ｔｒ，ｔ( ) ｌｎ μ γｒ[ ]

σγｒｖ
－

λ γｒ[ ]

σγｒｖ Τ γｒ[ ]

σγｒｖ
ｔｒ，ｔ( )( )

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷{ }

　 Ｖ γ０[ ]

σ ０，γ０( ) ０( )

　

　 根据引理 ３，其中，
Ｔ ｊ[ ]

ｉ ０，ｔ( ) ≤ π ｊ[ ]

ｉ ＋ ε( ) ｔ，Ν ｊ[ ]

ｉ ０，ｔ( ) ≤
　 　 π ｊ[ ]

ｉ ｑ ｊ[ ]

ｉｉ ＋ ε( ) ｔ
由定义 ２ 和上式不等式可知：对于任意给定的

ｔ ＞ ０，

Ｖ γｋ[ ]

σγｋｌ
（ｔ） ≤ ｅｘｐ ∑

ｉ∈M
∑

ｊ∈M， ｊ≠ｉ
Ｎ ０[ ]

σγｒｖ
ｔｒ，ｔ( ) ｌｎ μ γｒ[ ]

σγｒｖ
＋(({

ｌｎ μ γｒ[ ]

σ γｒｖ

τ∗
－ λ γｒ[ ]

σ γｒｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Τ ０[ ]

σ γｒｖ
０，ｔ( )

ö

ø
÷ } Ｖ γ０[ ]

σ ０，γ０( ) ０( ) ＝

ｅｘｐ ∑
ｋ

ｒ ＝ ０
∑
Ν

σγｋｖ ＝ １

Ｎ ０[ ]

σγ
ｒｖ

ｔｒ，ｔ( ) ｌｎ μ γｒ[ ]

σγｒｖ{ } × ｅｘｐ ∑
ｋ

ｒ ＝ ０
{

∑
Ν

σγｋｖ ＝ １

ｌｎ μ γｒ[ ]

σγｒｖ

τ∗
－ λ γｒ[ ]

σγｒｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ } Τ ０[ ]

σγｒｖ
０，ｔ( ) Ｖ γ０[ ]

σ ０，γ０( ) ０( )

　 　 对上式两边同时取二范数后再取对数，

１
ｔ
ｌｏｇ‖ｘ（ｔ）‖≤ １

ｔ ｌｏｇ
α２

α１

＋ １
ｔ

１
２∑

ｋ

ｒ ＝ ０
∑
Ν

σγｋｖ ＝ １
{{

Ｎ ０[ ]

σγｒｖ
ｔｒ，ｔ( ) ｌｎ μ γｒ[ ]

σγｒｖ
} ＋ ‖ｘ（０）‖} ＋

１
２

ｍａｘ
ｒ，ｖ∈M，ｒ≠ｖ

ｌｎ μ γ ｒ[ ]

σ γｒｖ

τ∗
－ λ γ ｒ[ ]

σ γｒｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷{ }

　 　 其中： α１ ＝ ｉｎｆ
ｉ∈M

λｍｉｎ Ｐ ｉ
ｊ( ) ，α２ ＝ ｓｕｐ

ｉ∈M
λｍａｘ Ｐ ｉ

ｊ( ) ，

λｍｉｎ Ｐ ｉ
ｊ( ) 、λｍａｘ Ｐ ｉ

ｊ( ) 分别为矩阵 Ｐ ｉ
ｊ 的最小特征值

和最大特征值。 根据式 τ∗ ≥
ｌｎ μ γ ｒ[ ]

σ γｒｖ

λ γ ｒ[ ]

σ γｒｖ

知
ｌｎ μ γｒ[ ]

σ γｒｖ

τ∗
－ λ γ ｒ[ ]

σ γｒｖ
＜ ０， 则有

ｌｉｍ
ｔ→¥

１
ｔ
ｌｏｇ‖ｘ（ｔ）‖≤ １

２
ｍａｘ

ｊ，ｉ∈M，ｊ≠ｉ

ｌｎ μ γｒ[ ]

σγｒｖ

τ∗
－ λ γｒ[ ]

σγｒｖ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷{ } ＜

０，
由不等式切换次数和平均驻留时间法，根据定

义 ３，即在平均驻留时间约束的切换律下，在切换系

统的平衡点 ｘ ＝ ０，是指数几乎处处稳定的，证毕。

３　 数值算例

考虑连续双切换线性正系统（１）有以下参数，

假设 Ｍ
－
＝ Ｎ

－
＝ ｛１，２｝， 选取系统矩阵如下：

Ａ１
１ ＝

０．８ ０．３
０．４ ０．５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ａ１

２ ＝
０．７ ０．１
０．５ ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ａ２

１ ＝
０．２ ０．５
０ ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ａ２
２ ＝

０．２ ０．５
０．４ ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ；Ｂ１

１ ＝
０．１ ０．８
０．２ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｂ１

２ ＝
０．５ ０．１
０ ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｂ２
１ ＝

１．０ ０．８
０．３ ０．５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｂ２

２ ＝
０．１ ０．８
０．２ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ；Ｃ１

１ ＝
０．９ ０．４
１．０ ０．８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｃ１
２ ＝

０．９ １．０
１．０ １．０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｃ２

１ ＝
０．９ ０．２
０．２ １．０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｃ２

２ ＝
０．９ １．５
１．０ １．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ；

Ｄ１
１ ＝

１．７ ０．８
０．３ ０．７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｄ１

２ ＝
０．９ ０．４
１．０ ０．８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｄ２

１ ＝
０．９ ０．２
０．２ １．０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｄ２
２ ＝

０．５ ０．１
０．４ ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ；

切换信号 σ ｔ，１( ) 和 σ ｔ，２( ) 转移概率矩阵分

别为：

Ｑ １[ ] ＝
－ １ １
３ － ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｑ ２[ ] ＝

－ ２ ２
１ － １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ；

由公式 Π ｊ[ ] ＝ Π ｊ[ ] Ｑ ｊ[ ] ， 可以计算出平稳分

布为：

Π １[ ] ＝ ４
７

３
７

é

ë
êê

ù

û
úú ， Π ２[ ] ＝ ５

９
４
９

é

ë
êê

ù

û
úú ；

选取 λ １[ ]

１ ＝ ０．３，λ １[ ]

２ ＝ １．４，λ ２[ ]

１ ＝ ０．２，
λ ２[ ]

２ ＝ ０．８；μ １[ ]

１ ＝ １．６，μ １[ ]

２ ＝ ２， μ ２[ ]

１ ＝ １．２，
μ ２[ ]

２ ＝ ２．２； 根据不等式（４）计算得：
τ∗ ≈ ０．５６３ ２

　 　 切换信号在平均驻留时间满足 τ∗ ＞ ０．５６３ ２ 的

约束条件下，根据定理 １，通过 ＭＡＴＬＡＢ 提供的 ＬＭＩ
工具箱，能够找到满足矩阵不等式的多个矩阵

Ｐｒ
ｉ（ ｉ ∈ Ｎ，ｒ ∈ Ｍ） 和控制增益 Ｋｒ

ｉ（ ｉ ∈ Ｎ， ｒ ∈ Ｍ），
得到如下结果：

Ｐ１
１ ＝

－ １．１５１ ９ － ０．０４１ ２
－ ０．０４１ ２ － １．５５９ ８

é

ë
êê

ù

û
úú ，Ｐ１

２ ＝
－ ３．０６５ ０ 　 ０．１０８ ３
　 ０．１０８ ３ － ２．９９２ ０

é

ë
êê

ù

û
úú ，
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Ｐ２
１ ＝

－ ３．１８２ ７ － ０．０３０ ０
－ ０．０３０ ０ － ４．０９８ ７

é

ë
êê

ù

û
úú ，Ｐ２

２ ＝
－ ３．４１４ ９ 　 ０．１０２ ５
　 ０．１０２ ５ － ４．２０８ ７

é

ë
êê

ù

û
úú ；

Ｋ１
１ ＝

－ ０．７２８ ４ － １．００４ ７
－ ０．６４４ １ － １．７０８ ４

é

ë
êê

ù

û
úú ， Ｋ１

２ ＝
－ ０．２５２ ８ － ０．３７３ １
－ ０．７９０ ４ － ０．３１０ ２

é

ë
êê

ù

û
úú ，

Ｋ２
１ ＝

－ ０．７０１ ５ ０．２５６ ８
－ １．２６９ ３ ０．４５１ ６

é

ë
êê

ù

û
úú ，Ｋ２

２ ＝
０．８６２ ４ ０．２９６ １
１．１２３ ３ ０．６１０ ９

é

ë
êê

ù

û
úú ；

　 　 根据定理 １ 可知，系统在所设计的切换律下及反

馈控制器下是指数几乎处处稳定的，系统的切换信号

图、控制信号曲线和系统状态轨迹如图 １～３ 所示。
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图 １　 切换信号 γ（ ｔ）
Ｆｉｇ． １　 Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｓｉｇｎａｌ γ（ ｔ）
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图 ２　 控制曲线 ｕ（ ｔ）
Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｃｕｒｖｅ
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图 ３　 ｌｎ ‖ｘ（ ｔ）‖的 ７ 次实现

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｅｖｅｎ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｌｎ‖ｘ（ ｔ）‖

４　 结束语

针对连续双切换线性正系统，研究了基于平均

驻留时间切换的状态反馈问题，设计了系统的状态

反馈控制器，构造了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，根据马尔科夫

过程及能量衰减原理适当的切换信号；利用线性矩

阵不等式以及马尔科夫暂态分析方法，得出使得系

统指数几乎处处稳定的充分条件；最后给出一个数

值例子，验证了提出方法的有效性，为连续双切换线

性正系统的分析提供了一种有效的方法。
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