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基于灰色理论对上海市人口老龄化的预测

薛麒译１， 盛　 洁２

（１ 上海工程技术大学 管理学院， 上海 ２０１６００； ２ 上海老年大学 钦州书院， 上海 ２００２３５）

摘　 要： 上海的老龄化程度在全国范围来看都是名列前茅的。 据统计，２０１７ 年上海的老龄化率已达到 １４．３％（年龄大于等于

６５ 岁的常住人口总数占总常住人口的比例）。 本文通过建立 ＧＭ １，１( ) 模型，预测了 ２０１８ 年 ～２０２７ 年上海年龄大于等于 ６５
岁的老年人口。 预测结果表明，上海市已经呈现出严重的人口老龄化问题，且在未来仍将显著上升。 重视并解决老龄化这一

制约社会发展的问题显得尤为重要。
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１　 引　 言

国外学者主要基于经济社会发展的层面探索人

口老龄化问题，一般认为二者之间有着密切的关系。
Ｍｅｎｃｈｉｋ Ｐ Ｌ 和 Ｄａｖｉｄ Ｍ［１］采用实证分析法，论述了

区域储蓄率与人口老龄化的关系，发现二者之间存

在明显的正相关关系；Ｔａｂａｔａ．Ｋ 等人［２］ 运用部门迭

代模型，阐释分析了由于老龄化问题，而对医疗需求

形成影响继而对人均收入增长率、社会就业结构形

成影响的情况。 结果表明，老龄化现象可以促进劳

动力流动的频率，并抑制人均收入的增长率；包玉

香［３］扩展研究了新古典经济增长模型，分析老龄化

现象对于区域经济的影响。 其研究表明，老龄化现

象会双重影响区域经济发展；徐达［４］ 在关于本课题

的研究中，将老龄化引入经济增长模型中，并采用道

格拉斯生产函数、索洛经济增长模型进行研究，分析

了其对于经济增长的影响。 该研究认为，老龄化现

象会负向，即不利于经济增长。
关于人口老龄化趋势的研究。 张振华［５］ 基于

灰色 ＧＭ １，１( ) 预测模型，对烟台市老龄化人口进

行研究。 结果发现，烟台市人口老龄化现象的趋势

与规模相当严峻；谢婧等［６］ 等人在研究中运用了迭

代模型，预测了河南省的人均期望寿命，对老龄化人

口问题采用线性回归模型进行分析，从而了解其变

化趋势。 该研究结论显示豫呈现出显著的人口老龄

化问题。
１　 灰色 ＧＭ １，１( ) 模型

在预测分析中，最基本的预测模型为线性回归

方程，针对一些规律性较强的数据，这类模型能作出

精确的预测。 但在实际情况中，得到的大多是一些

离散的、规律性不强的数据，比如灾变、人口等数据。
为解决此类问题，就需要采用灰色预测的方法。
１．１　 传统 ＧＭ １，１( ) 模型

该模型是灰色理论的微分方程模型，其中 Ｇ 指

灰色（Ｇｒｅｙ）；Ｍ 指模型（Ｍｏｄｅｌ）， ＧＭ １，１( ) 代表一

阶和一个变量的微分方程。 其模型处理过程如下 ∶
（１）设非负原始数据序列

　 Ｘ（０） ＝ ｛ｘ（０） １( ) ，ｘ（０） ２( ) ，…，ｘ（０） ｎ( ) ｝ ． （１）
ＧＭ １，１( ) 模型通过形成数列，以微方程的时间

连续模型表示时间序列。 一次累加各原始序列，生
成数列：



Ｘ １( ) ＝ ｘ（１） １( ) ，ｘ（１） ２( ) …ｘ（１） ｎ( )( ) ． （２）

其中， ｘ（１）（ｋ） ＝ ∑
ｉ

ｊ ＝ １
ｘ（０）（ ｉ）， ｋ ＝ １，２…ｎ。

（２）生成 Ｘ（１） 的紧邻均值生成序列：
Ｚ（１） ＝ ｚ（１）（２）， ｚ（１）（３），( ) … ｚ（１）（ｎ），( )( ) ，（３）

　 　 其中， ｚ（１）（ｋ） ＝ １
２

ｘ（１）（ｋ） ＋ ｘ（１）（ｋ － １）[ ] 。

（３）根据灰色理论，模型的基本形式为：
ｘ（０）（ｋ） ＋ ａｚ（１）（ｋ） ＝ ｂ．

　 　 其中， ａ^ ＝
ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为待辩参数序列 ＧＭ １，１( ) ， 且

参数算式为：

Ｂ ＝

－ １
２
（ｘ（１）（１） ＋ ｘ（１）（２）） １

－ １
２
（ｘ（１）（２） ＋ ｘ（１）（３）） １

… …

－ １
２
（ｘ（１）（ｎ － １） ＋ ｘ（１）（ｎ）） １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ｙＮ ＝

ｘ（０）（２）
ｘ（０）（３）

…
ｘ（０）（ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

则 ＧＭ １，１( ) 模型 ｘ（０） ｋ( ) ＋ ａｚ（１） ｋ( ) ＝ ｂ 的最小

二乘法估计参数列满足：

ａ^ ＝ （ＢＴＢ） －１ＢＴｙＮ ．
１．２　 灰色区间 ＧＭ １，１( ) 模型

由传统 ＧＭ １，１( ) 模型可知，其白化方程： ｄｘ（１）

ｄｔ
＋ ａｘ（１） ＝ ｂ 。 这是一个一阶线性方程，其解指的是时

间响应函数：

ｘ（１） ｔ( ) ＝ ｘ（１） １( ) － ｂ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －ａｔ ＋ ｂ

ａ
，

式中， ａ、ｂ 为待辩识参数。
在灰色模型中代入上述值可得 ＧＭ １，１( ) 模

型：
ｘ（０） ｋ( ) ＋ ａｚ（１） ｋ( ) ＝ ｂ，

ｘ^（１）（ｋ ＋ １） ＝ （ｘ（０）（１） － ｂ
ａ
）ｅ －ａｋ ＋ ｂ

ａ
， ｋ ＝ １，

２…ｎ．
还原值为：

ｘ^（０） ｋ ＋ １( ) ＝ α（１） ｘ^（１） ｋ ＋ １( ) ＝ ｘ^（１） ｋ ＋ １( ) －

ｘ^（１） ｋ( ) ＝ １ － ｅａ( ) ｘ（０） １( ) － ｂ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －ａｋ，ｋ ＝ １，２…ｎ．

其中，参数 － ａ、ｂ 分别表示发展系数、灰色作用

量。 － ａ 反映了 ｘ^（１） 与 ｘ^（０） 的发展态势。
ＧＭ １，１( ) 模型的选择与 ａ 紧密相关，只有当

ａ ＜ ２ 的时候，运用模型才有意义。
２　 实验结果与分析

２．１　 数据来源

本文选取《上海统计年鉴 ２０１７》中 ２００７－２０１７
年上海市人口总数、６５ 岁以上的人口数以及老龄化

系数比的相关数据（见表 １）进行数据分析及预测。
表 １　 ２００７ ～ ２０１７ 年上海市户籍总人口和 ６５ 岁以上人口数及老龄

系数一览表

Ｔａｂ． １　 Ｌｉｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｈｏｕｓｅｈｏｌｄ ｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ
ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ６５ ｙｅａｒｓ ｏｌｄ ａｎｄ ｔｈｅ ａｇｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｎ
Ｓｈａｎｇｈａｉ ｆｒｏｍ ２００７ ｔｏ ２０１７

年份 总人口 ／ 万 ６５ 岁以上人口 ／ 万 老龄系数

２００７ １ ３７８．８６ ２１１．１８ １５．３

２００８ １ ３９１．０４ ２１４．５ １５．４

２００９ １ ４００．７ ２２１ １５．８

２０１０ １ ４１２．３２ ２２６．４９ １６

２０１１ １ ４１９．３６ ２３５．２２ １６．６

２０１２ １ ４２６．９３ ２４５．２７ １７．２

２０１３ １ ４３２．３４ ２５６．６３ １７．９

２０１４ １ ４３８．６９ ２７０．０６ １８．８

２０１５ １ ４４２．９７ ２８３．３８ １９．６

２０１６ １ ４４９．９８ ２９９．０３ ２０．６

２０１７ １ ４５６．３５ ３１７．６７ ２１．８

　 　 数据来源： 《上海统计年鉴 ２０１７》。

２．２　 数据处理

本实验环境采用带桌面的 Ｕｂｕｎｔｕ Ｌｉｎｕｘ 环境，
代码编写与命令运行都会在 Ｓｐｙｄｅｒ ＩＤＥ 上进行。
Ｓｐｙｄｅｒ 是一个类 ＭＡＴＬＡＢ ＩＤＥ ，专注于科学计算的

Ｐｙｔｈｏｎ ＩＤＥ。 Ｐｙｔｈｏｎ 是一个高层次的结合了解释

性、编译性、互动性和面向对象的脚本语言。 它提供

了高效的高级数据结构，还能简单有效地面向对象

编程。
本次实验通过运用灰色模型的相关原理进行编

程，结合《上海统计年鉴 ２０１７》的相关数据进行运

算，推导出今后十年上海市人口中年龄大于等于 ６５
岁的人口数，以及相应的老龄化系数变化情况。 运

算过程如下。
　 　 通过 Ｐｙｔｈｏｎ 计算预测，得出上海市 ２０１８－２０２７
年人口中年龄大于等于 ６５ 岁的人口数以及相应的

老龄化系数变化情况，结果见表 ２。
２．３　 结果分析

预测结果如图 １、图 ２ 所示。
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　 　 实验模型运算过程：
　 　 ｉｍｐｏｒｔ ｎｕｍｐｙ ａｓ ｎｐ

＃载入 ｍａｔｈ，提供对浮点数的数学运算
函数

ｉｍｐｏｒｔ ｍａｔｈ

＃总人口（万）
＃ ｈｉｓｔｏｒｙ ＿ ｄａｔａ ＝ ［ １３７８． ８６， １３９１． ０４，

１４００．７，１４１２．３２，１４１９．３６，１４２６．９３，１４３２． ３４，
１４３８．６９，１４４２．９７，１４４９．９８，１４５６．３５］

＃ ６５ 岁以上人口（万）
ｈｉｓｔｏｒｙ＿ｄａｔａ ＝ ［２１１．１８，２１４．５，２２１，２２６．

４９，２３５． ２２，２４５． ２７，２５６． ６３，２７０． ０６，２８３． ３８，
２９９．０３，３１７．６７］

＃获取人口数据长度
ｎ ＝ ｌｅｎ（ｈｉｓｔｏｒｙ＿ｄａｔａ）
＃将数据转换为数组
Ｘ０ ＝ ｎｐ．ａｒｒａｙ（ｈｉｓｔｏｒｙ＿ｄａｔａ）

＃累加生成
ｈｉｓｔｏｒｙ＿ ｄａｔａ ＿ ａｇｇ ＝ ［ ｓｕｍ （ ｈｉｓｔｏｒｙ ＿ ｄａｔａ

［０：ｉ＋１］） ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（ｎ）］
Ｘ１ ＝ ｎｐ．ａｒｒａｙ（ｈｉｓｔｏｒｙ＿ｄａｔａ＿ａｇｇ）

＃计算数据矩阵 Ｂ 和数据向量 Ｙ
Ｂ ＝ ｎｐ．ｚｅｒｏｓ（［ｎ－１，２］） 　 ＃初始化矩

阵 Ｂ
Ｙ ＝ ｎｐ．ｚｅｒｏｓ（［ｎ－１，１］） 　 ＃初始化矩

阵 Ｙ
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｎ－１）：　 　 ＃用循环计

算矩阵的每个元素
　 　 Ｂ［ ｉ］［０］ ＝ －０．５∗（Ｘ１［ｉ］ ＋ Ｘ１［ ｉ

＋１］）
　 　 Ｂ［ｉ］［１］ ＝ １
　 　 Ｙ［ｉ］［０］ ＝ Ｘ０［ｉ＋１］

＃计算 ＧＭ（１，１）微分方程的参数 ａ 和 ｕ
Ａ ＝ ｎｐ． ｌｉｎａｌｇ． ｉｎｖ（Ｂ．Ｔ．ｄｏｔ（Ｂ））．ｄｏｔ（ Ｂ．

Ｔ） ．ｄｏｔ（Ｙ）
＃ｎｐ．ｌｉｎａｌｇ． ｉｎｖ 用于求逆矩阵，．Ｔ 用于矩

阵装置，使用最小二乘法估计微分方程的参
数

ａ ＝ Ａ［０］［０］
ｕ ＝ Ａ［１］［０］

＃建立灰色预测模型
ＸＸ０ ＝ ｎｐ．ｚｅｒｏｓ（ｎ） 　 ＃初始化预测结果

矩阵 ＸＸ０
ＸＸ０［０］ ＝ Ｘ０［０］ 　 　 　 ＃设置结果矩

阵的第一项
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（１，ｎ）：　 　 ＃循环预测结果

矩阵的每一个值
　 　 ＸＸ０［ｉ］ ＝ （Ｘ０［０］ － ｕ ／ ａ）∗（１－

ｍａｔｈ．ｅｘｐ（ａ））∗ｍａｔｈ．ｅｘｐ（－ａ∗（ｉ））；

＃模型精度的后验差检验
ｅ ＝ ０　 　 　 ＃求残差平均值
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｎ）：
　 　 ｅ ＋ ＝ （Ｘ０［ｉ］ － ＸＸ０［ｉ］）
ｅ ／ ＝ ｎ
ｐｒｉｎｔ（ ＇残差均值为＇，ｎｐ．ｒｏｕｎｄ（ｅ，２））

＃求历史数据平均值
ａｖｅｒ ＝ ０；
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｎ）：
　 　 ａｖｅｒ ＋ ＝ Ｘ０［ｉ］
ａｖｅｒ ／ ＝ ｎ
ｐｒｉｎｔ（ ＇历史数据平均值为 ＇， ｎｐ． ｒｏｕｎｄ

（ａｖｅｒ，２））

＃求历史数据方差
ｓ１２ ＝ ０；
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｎ）：
　 　 ｓ１２ ＋ ＝ （Ｘ０［ｉ］－ａｖｅｒ）∗∗２；
ｓ１２ ／ ＝ ｎ
ｐｒｉｎｔ（ ＇历史数据方差为＇，ｎｐ．ｒｏｕｎｄ（ ｓ１２，

２））

＃求残差方差
ｓ２２ ＝ ０；
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｎ）：

　 　 ｓ２２ ＋ ＝ （（Ｘ０［ｉ］ － ＸＸ０［ ｉ］） － ｅ）
∗∗２；

ｓ２２ ／ ＝ ｎ
ｐｒｉｎｔ（ ＇残差方差为＇，ｎｐ．ｒｏｕｎｄ（ｓ２２，２））

＃求后验差比值
Ｃ ＝ ｓ２２ ／ ｓ１２
ｐｒｉｎｔ（ ＇后验差比值为＇，ｎｐ．ｒｏｕｎｄ（Ｃ，２））

＃求小误差概率
ｃｏｕｔ ＝ ０
ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｎ）：
　 　 ＇＇＇
服从标准正态分布，让误差概率落在

２５％到 ７５％区域内。
由正态分布表可知，对应为 ２５％和 ７５％

的值分别为－０．６７４５ 和＋０．６７４５。
　 　 ＇＇＇
　 　 ｉｆ ａｂｓ（（Ｘ０［ ｉ］ － ＸＸ０［ ｉ］） － ｅ） ＜

０．６７５４∗ｍａｔｈ．ｓｑｒｔ（ｓ１２）：
　 　 　 　 ｃｏｕｔ ＝ ｃｏｕｔ＋１
　 　 ｅｌｓｅ：
　 　 　 　 ｃｏｕｔ ＝ ｃｏｕｔ
Ｐ ＝ ｃｏｕｔ ／ ｎ
ｐｒｉｎｔ（ ＇小误差概率为＇，ｎｐ．ｒｏｕｎｄ（Ｐ，２））

ｉｆ （Ｃ ＜ ０．３５ ａｎｄ Ｐ ＞ ０．９５）： ＃是否满足
一级预测精度

　 　 ｍ ＝ １０　 　 ＃需要预测的年数
　 　 ｐｒｉｎｔ（ ＇往后＇，ｍ，＇各年负荷为：＇）
　 　 ｆ ＝ ｎｐ．ｚｅｒｏｓ（ｍ）
　 　 ｆｏｒ ｉ ｉｎ ｒａｎｇｅ（０，ｍ）：
　 　 　 　 ＃预测结果的值
　 　 　 　 ｆ［ｉ］ ＝ （Ｘ０［０］ － ｕ ／ ａ）∗（１－

ｍａｔｈ．ｅｘｐ（ａ））∗ｍａｔｈ．ｅｘｐ（－ａ∗（ｉ＋ｎ））
　 　 　 　 ｐｒｉｎｔ（ｎｐ．ｒｏｕｎｄ（ ｆ［ ｉ］，２）） ＃取

两位小数
ｅｌｓｅ：
　 　 ｐｒｉｎｔ（ ＇灰色预测法不适用＇）
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图 １　 ２０１８－２０２７ 年上海市 ６５ 岁以上人口预测

Ｆｉｇ． １　 Ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｆｏｒｅｃａｓｔ ｏｆ Ｓｈａｎｇｈａｉ ｏｖｅｒ ６５ ｉｎ ２０１８－２０２７

2007-201765岁以上总人口/万

预测2018-202765岁以上总人口/万

200720082009201020112012201320142015201620172018201920202021202220232024202520262027

1600

1500

1400

1300

1531.43
1494.561465.7

图 ２　 未来 １０ 年总人口预测图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｏｔａｌ Ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｆｏｒｅｃａｓｔ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｎｅｘｔ １０ Ｙｅａｒｓ
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　 　 通过 ＧＭ １，１( ) 模型计算可以看出，至 ２０２７ 年

上海市老龄化系数将达 ３１．９，总人口中年龄大于等

于 ６５ 岁的人口数将达到 ４８８．５９ 万人。 此外，由图

１、图 ２ 可以直观看到，未来十年上海市人口中，年龄

大于等于 ６５ 岁的人口数量和老龄化系数均呈现明

显上升趋势。 表明上海人口老龄化正在加剧，且形

式严峻。
表 ２　 上海市 ２０１８－２０２７ 年人口总数和 ６５ 岁以上人口数及老龄化

系数预测

Ｔａｂ． ２　 Ｆｏｒｅｃａｓｔ ｏｆ ｔｏｔａｌ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ， ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ６５ ｙｅａｒｓ ｏｌｄ
ａｎｄ ａｇｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｎ Ｓｈａｎｇｈａｉ ｆｒｏｍ ２０１８ ｔｏ ２０２７

年份 总人口 ／ 万 ６５ 岁以上人口 ／ 万 老龄系数

〛２０１８ １ ４６５．７ ３２６．０８ ２２．２

２０１９ １ ４７２．８６ ３４１．０６ ２３．２

２０２０ １ ４８０．０６ ３５６．７４ ２４．１

２０２１ １ ４８７．２９ ３７３．１３ ２５．１

２０２２ １ ４９４．５６ ３９０．２８ ２６．１

２０２３ １ ５０１．８６ ４０８．２１ ２７．２

２０２４ １ ５０９．２ ４２６．９７ ２８．３

２０２５ １ ５１６．５７ ４４６．６ ２９．４

２０２６ １ ５２３．９８ ４６７．１２ ３０．７

２０２７ １ ５３１．４３ ４８８．５９ ３１．９

３　 政策建议

人口老龄化问题是上海社会发展进程中必须面

对的严峻挑战。 这也是必须承担和解决的社会责

任。 这与上海每个家庭的主要生计问题有关。 因

此，尽快提高现有的社会公共服务能力，健全社会保

障体系，适应快速老龄化的社会结构，提高保护水

平，使每个老年人都能享有健康、安全、有尊严的老

年生活。
（１）建立一个现实符合上海市市情的社会养老

金体系。 上海的老龄化现象具有基数大、增长快、老
龄化、残疾和空巢等特点。 针对不同的特点，应建立

多元化的养老模式，促进机构维护。 协调发展如下

３ 种养老模式：其一是家庭养老；其二是社区养老；
其三是机构养老，以此缓解社会养老的压力。 结合

老龄人口空巢化、残疾化、老龄化的实际情况，构建

完善的社会福利服务体系、救助体系，推进社会福利

体系的完善。 一方面，政府应设立特殊救助基金以

扶持特殊困难老人，另外政府需要充分运用社会各

阶层的作用、力量，促进建立老年人和残疾人特殊救

助制度。

（２）科学化产业结构，发展老龄产业。 老龄化

现象的加剧一方面将给社会经济发展带来诸多难题

乃至矛盾，增加了政府的财政投入；另一方面也为老

年人提供了巨大的消费市场，促进了老年人产业的

发展。 政府应充分发挥主导作用，制定宏观调控政

策，加快制定关于养老产业的优惠政策，大力扶持社

会资本参与养老产业的发展与建设。
（３）制定和颁布有关发展老年人人力资源市场

的相关政策措施。 根据预测结果，未来十年老年人

口数量将大量增加，上海在老龄化问题方面将面临

巨大压力。 鼓励老年人口重新融入社会再就业，不
仅能够缓解下一代的养老压力，同时也能够让老年

人自食其力，获取更多的经济收入，以此作为经济基

础，从而获得并享受更好的退休生后。
４　 结束语

各种错综复杂的因素都会影响人口系统。 本文

针对该灰色系统的特点采用 ＧＭ １，１( ) 模型预测老

年人口。 预测结果表明：灰色 ＧＭ １，１( ) 模型能够

较为精确的预测老年人口问题，且适用于中长期人

口预测。 该预测结果显示，上海未来几年来将持续

增加 ６５ 岁以上人口，老年人数量进一步增加，上海

养老面临巨大压力。
综上所述，上海应及早准备，对现有养老服务模

式进行创新发展，产业化养老服务，选择适宜养老产

业的模式，构建多元化、特色的养老体系，营造有助

于老年人发展的养老基地。 发展城市养老产业，形
成规模，发挥规模效益，在化解养老危机的同时，结
合上海的实际情况构建完善化的养老产业发展模

式。
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